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Tub sonlarni saglovchi oraliglar masalasi-
da ko'p sonli tekshirishlardan so'ng 1845 yil-
da Bertran [1] agar bolsa, interval kam-
ida birta tub sonni o'zida saglaydi degan
taxminni elon qilganidan keyin muhim
ahamiyat kasb eta boshladi.

Hozirgi vaqtga kelib bolganda inter-
val hech bolmasa birorta tup sonni o'zi-
da saqlaydi degan mulohaza mavjud [2].
Agar Rimanning umumlashgan gipotezasi
orinli bolsa intervalning hech bo'lmasa
birorta tub sonni saqlashi ko'rsatilgan. Bu
yerda vyetarlicha katta effektiv hisoblan-
adigan konstanta bolib, vyetarlicha katta

X
Buyerda qo‘shiluvchio
voki 1 ga teng bo‘ladi

son. Shenfeld teoremasidan kelib chiqadi-
ki, agar Rimanning umumlashgan gipote-
zasi otinli bollib  bolsa, u holda inter-
val hech bo'lmasa birorta tub sonni o'zida
saglaydi degan tasqiq kelib chiqadi. Bu
hozircha tahmin qilinayotgan va  bar-
cha sonlar uchun interval kamida bitta
tub sonni o'zida saqlaydi degan natijadan
ancha uzoq.1976 yilga kelib quyidagi teore-
ma isbotlandi: agar 2 o010 760 bo'lsa, u hol-
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da interval kamida bitta tub sonni saqlay-
di. 2002 yilda quyidagi teorema isbotlandi:
agar bo'lsa, uholda interval kamida bitta
tub sonni saglaydi. Keyinchalik 2002 yilda
agar

bo'lsa,uholda interval kamida bitta tub
sonni saglashi isbotlandi. 2004 yilda agar
bo'lsa u holda

interval kamida bitta tub sonni saqlaydi
lekin bu shartli natija, chunki uning isboti-
da Rimanning gipotezasi o'rinli deb foyda-
lanilgan.

2016 yilda agar bo'lsa u holda inter-
val kamida bitta tub sonni saqlaydi degan
shartli natija isbotlandi.

2019 yilda quyidagi teorema isbotlandi:
agar bolib Rimanning gipotezasi orinli
bollsauholda oraliq kamida bitta tub son-
ni o'zida saqlaydi.

Shuni ham ta’kidlash kerakki bu keltiril-
gan natijalarning ko'pchiligi shartli nati-
jalardir.

Biz quyida Bertran gipotezasining Er-
diyosh  tomonidan berilgan isbotini
aniqlashtirilgan holda keltiramiz.

Bu postulatni fransuz matematigi bertran
Bertran gipoteza sifatida 1845-yilda aytib
otgan. Uning ozi gipotezani to'g'ri ekanlig-
ini n=3000000 qiymatlari uchun tekshirgan.
Gipoteza isbotini esa 1852-yilda P.L.Chebe-
shev tomonidan isbotlangan [1]. 1919-yilda
xind matematigi Ramanudjan uning sodda
isbotini topdi. Erdiyosh 1930-yilda bu isbot-
ni yana ham soddaroq holga keltiradi. Ber-
tran postulatining umumlashmasi sifatida
quyidagi tasdiqni keltirib o'tishimiz mum-
kin. Agar  sonlari orasida k dan katta tub
boTluvchiga ega bolgan son mavjud. Bu tasdiq
1892-yilda Silvester tomopnidan isbotlangan.
Xususiy holda bolganda bu tasdiq Bertran
gipotezasini beradi. Tub sonlatr taqsimoti
haqidagi teoremadan  son uchun shunday
topiladiki ~ shartni qanoatlantiruvchi barcha
lar uchun munosabatni ganoat-lantiruvchi
tub soni mavjud. Agar fikserlangan bolsa
bu oraliqdagi tub sonlar soni cheksizlikka in-
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Agar bu gqo‘shiluvchi 1 ga

teng bo‘lsa bo‘ladi

tiladi [3]. Xususiy holda masalan bolsa va
sonlari orasida doimo tub son mavjud boladi
[4]. Endi Bertran postulate isbotiga o'tamiz.
Biz bu yerda yuqorida qayd etgfanimizdek
Erdiyosh tomonidan taklif etilgan isbotdan
va quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:
— taelementdan tadan tuzilgan gruppalash-
lar soni, — ning butun gismi, - tub sonlar
to'plamini, ni tenglik orqali aniglaymiz. Bu
funksiyani Chebeshevning — funksiyasi deb
ataladi.

Avvalo quyidagi lemmani isbotlaymiz.

Lemma. Barcha lar uchun tengsizlik
bajariladi.

Isboti. ixtiyoriy natural son bolganda
kombinatsiya oraliqdagi barcha tub son-
larga bolinadi. Hagiqatdan ham, bo'lib,
yuqoridagi intervaldagi ixtiyoriy tub son
bu kasrning suratini boladi lekin maxraji
unga bolinmaydi. Bu binomial koeffisient
shunday barcha tub sonlarga bo'lingani
uchun ularning ko'paytmasidan kichik
bola olmaydi, yani .Bu munosabatning
ikkala tomonini logarifmlasak quyidagiga
ega bo'lamiz:

Ikkinchi tomondan esa ni quyidagicha
yuqoridan baholash mumbkin:

Bu oxirgi ikkita tengsizlikdan ekanligi
kelib chiqadi. Bundan esa ga egabo'lamiz.

Endi lemmani induksiya metodidan foy-
dalanib isbotlash mumkin.

www.lib.tisu.uz

2023 N*1




FIZIKA-MATEMATIKA

da daesa largaegabolamiz, yani va
da lemma o'rinli.

Endi faraz gilaylik bo'lsin va toq son
bo'lsin. Aniglik uchun deb olamiz. Bu hol-
da yuqoridagi formuladan quyidagiga ega
bo'lamiz:

Endi faraz qilaylik juft son bollsin. U
holda va 2 dan katta barcha juft sonlar mu-
rakkab sonlar bo'lgani uchun qo'shiluvchi
ga kirmaydi, shunday qilib lemma to7la is-
botlandi.

Endi postulatning bevosita isbotiga
o'tamiz. Isbotning asosiy manosi  bino-
mial koeffisentni tub ko'paytuvchilarga
ajratishdan iboratdir. Agarda va sonlar
orasida tub sonlar mavjud bo'lmasa, bu tub
ko‘paytuvchilarning ko’paytmasi juda ham
kichik boladi. Biz teoremani teskarisini
faraz qilish yoli bilan isbotlaymiz. Faraz
gilaylik biror ~ butun soni uchun shart-
ni qanoatlantiruvchi p tub soni mavjud
bolmasin. Agarda  bo'lsa, 3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259 va
2503 yuqoridagi shartni qanoatlantiradi, shuning uchun ham
deb olishimiz mumkin. ni baholaymiz.

tenglik o'rinli. Bu yerda eng katta had uchun quyidagi
tengsizlik o'rinli :

Faraz qilaylik  sonini tub ko‘paytuvchilarga yoyilmasi p
tub sonining darajasi bo'lsin. U holda  deb yozaolamiz. n!

sonida  bolinadigan sonlarning soni  butun gismiga teng
bo'lgani uchun,
deb yoza olamiz.
Bu yerda qo'shiluvchi o yoki 1 ga teng boladi, bu  ning

X
Shunday qilib bizning
farazimiz noto‘g‘ri

oraligda kamida bitta tub
son mavjud bo‘larkan

kasr qismiga bogliq agar u dan kichik
bo'lsa o ga teng, agar dan katta yoki teng
bo'lsa 1 ga teng bo'ladi. Yuqoridagi formu-
ladan:  bo‘lgan barcha hadlar o ga teng
bo'ladi, chunki bu holda . Shunday qilib
ta qo'shiluvchi mavjud va bu qo'shilu-
vchilarning har biri o yoki 1 ga teng. shun-
inguchunham. deb ayta olamiz.

Endi baholaymiz. Ihtiyoriy p uchun

.Lekin bo‘lganda bunga qaraganda an-
cha aniq formula olish mumkin. Bu teng-
sizlikni qanoatlantiruvchi p lar uchun 1 ga
teng bo'lgan qo‘shiluvchilar soni

, shuning uchun ham Agar bu qo‘shi-
luvchi 1 ga teng bolsa  boladi. Agar bu
qo'shiluvchi o ga teng bo'lsa  bo'ladi.

Endi tub boluvchilarning qaysi interval-
da yotishini aniqlaymiz.

Qaralayotgan soni quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi tub boluvchilar ega
bo'lamydi:

1. Agar bolsa, chunkibu holda ba-
jaradi.

2. bo'lsa, chunki biz bu intervalda
tub son mavjud bo'lmasin deb faraz gilgan
edik.

3. bo'lsa, chunki bu holda ( bo'lib,

bolladi. Demak  soni sonidan katta
tub boluvchilarga ega emas.

Endi sonini tub boluvchilari p bo'yi-
cha larning ko'paytmasini baholaymiz.
dan katta bo'lmagan boTluvchilar uchun bu
kopaytma, sonidan katta bolaolmay-
di, dan katta tub bo'luvchilar uchun esa bu
ko’paytma dankattaemas. soni sonin-
ing barcha p lar uchun ko'paytmasidan ibo-
rat bo'lganligi uchun quyidagiga ega bolam-
iz: , yuqorida isbotlagan formulamizdan
foydalansak ~ bo'lgani uchun: tengsizlik
orinlibolladi. Endi bo’lganidan: hosil gil-
amiz. Bundan tashqari bo'lgani uchun:
tengsizlik o'rinli boladi. Ikkala tomonni log-
arifmlab tengsizlikni hosil gilamiz deb
belgilash olsak: tengsizlik o'rinli eka-
nligini ko'ramiz. Bu esa bizning shartimizga
garama qarshidir chunki . Shunday qilib
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Har qanday natural sonni

to‘rtta butun son kvadrat-

lari yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalash mumkin

bizning farazimiz notogri oraliqda kamida
bitta tub son mavjud bo'larkan.

Faraz qilaylik, musbat butun sonlarning
o'suvchi, cheksiz ketma-ketligi

(1)

bolsin. Agar k ta ketma-ketliklar
(ularning orasida bir xillari ham bo'lishi
mumbkin) berilgan bolsa, elementlari

tenglik bilan anigqlanuvchi ... ketma-ket-
likka berilgan ketma-ketliklarning yig'in-
disi deb ataladi [5] va ko'rinishda belgila-

nadi.

Kattalikka ketma-ketlikning zichligi deb
ataladi. Bunda (1) ketma- ketlikdagi dan
katta bo'lmagan hadlar sonini bildiradi.

Additiv masalalar deganda berilgan
to‘plamning elementlarini  to‘plamlar el-
ementlari yig‘indisi korinishida ifodalash
tushiniladi.

Bu yerda quyidagi masalalarni hal etish
muhim [5] :

1. Agar ketma-ketliklar berilgan bo'sa,
dagi (2) shartni qanoatlantiruvchi element-
lardan tuzilgan ketma-ketlikning zichligi
ganday bo'ladi?

Shunga o'xshash dagi (2) shartni ganoat-
lantirmaydigan elementlardan tuzilgan
ketma-ketlikning zichligini ham qarash
mumkin.

2. va lar berilgan bolganda (2) shartni
qanoatlantiruvchi  lar sonini bildiruvchi
funksiyani tekshirish.
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Boshgacha qilib aytganda,  funksiya
uchun aniq yuqori va quyi chegaralarini
topish yoki asimptotik formula keltirib
chiqarish.

Bu keltirilgan masalalar: Waring muam-
mosi, Eyler-Goldbax muammosi, Xar-
di-Littlvud ~ muammosi, Xua-Lo-Ken
muammosi va boshqa ko'plab sonlar naz-
ariyasining additiv muammolarini o'z ich-
iga oladi.

Hozirgi vaqtda juda ko'plab tola hal
etilmagan sonlar nazariyasining additiv
masalalari mavjud. Ularni shartli ravishda
ikki guruhga natural sonlar qatnashgan va
tub sonlar qatnashgan additiv masalalarga
bollish mumkin. Natural sonlar qatnash-
gan additiv masalalar markazida Waring
muammosi, tub sonlar qatnashgan additiv
masalalar markazida Goldbax muammosi
yotadi. Quyida biz avvalo, shu ikki masala-
ning tarixiga qisqacha to'xtalib o'tamiz.

Waring muammosi. Fransuz matematigi
J.L.Lagranj (Giuseppe Lodovico Lagrangia
(1736-1813)) 1770 yilda quyidagi teoremasni
isbotlaydi:"Har qanday natural sonni to'rt-
ta butun son kvadratlari yig‘indisi ko'rin-
ishida ifodalash mumkin”. Bu teoremadagi
tasdiq birinchi bo'lib Diofantning “Arif-
metika”sida keltirilgan. Uning isbotini La-
granj gilgan.

1770-yilda ingliz matematigi War-
ing (Edward Waring (1734-1798)) tort
kvadratlar yig‘indisi haqidagi J.L.Lagranj
teoremasini umumlashtirishni taklif qildi
va bu keyinchalik Waring muammosi deb
nomlandi. Zamonaviy terminologiyada,
buni quyidagicha ifodalash mumkin: soni
uchun shunday natural son mavjudki, har
bir natural son n, ta manfiy bo'lmagan bu-
tun sonlarning yig‘indisidan iborat bo'ladi,
yanin ni

ko'rinishda ifodalash mumkin. Beril-
gan uchun (3) tenglikni qanoatlantiruvchi
chekli ning mavjudligi 1909-yilda nemis
matematigi Gilbert (David Hilbert (1862-
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1943)) tomonidan isbotlangan. Bu yerda
berilgan  ni (3) korinishida ifodalashlar
soni uchun asimptotik formula olish bi-
lan birga va funksiyalarning qiymatlarini
aniglash ham muhim hisoblanadi. Bunda
va bilan mos ravishda va yetarlicha katta
lar uchun (3) orinli bollgan ning eng ki-
chik qiymati belgilangan. Bu masalalar va
ularning turli umumlashmalarini yechish
bilan ko'p matematiklar shug‘ullanishgan.
Jumladan Hardi Litllvud, I.M.Vinogradov,
G.Shinirelman, Y.Linnik, H.Montgomeri,
RVaughan, A.A.Karatsuba, G.I. Arxipov,
V.N. Chubarikov, D.A.Mitkin, I.Allakov va
boshqalar muhim natijalarga erishganlar
(bu boradadi toliq ma'lumotlarni[6] dan
olish mumkin). Xususan ingliz matema-
tiklari Xardi (Godfrey Harold Hardy (1877-
1947)) va Littlvud (John Edensor Littlewood
(1885 -1977)) o'zlari yaratgan doiraviy usulni
qollab uchun asimptotik formula olish-
gan. Waring muammosi va u bilan bog'liq
masalalarda keying yillarda juda katta nati-
jalarga erishilgan bo'lishiga qaramasdan, u
bilan bog'liq barcha masalalar hozirgacha
tola hal etilgan emas.

Goldbax muammosi. Nemis
matematigi Xristian Goldbax (Christian
Goldbach(1690-1764) ) nomi bilan yuritil-
adigan Goldbax muammosi birinchi mar-
ta 1742-yilda Goldbax va Shvetsariyalik
nemis matematigi Eyler (Leonhard Euler
1707-1783) o'rtasida yozishmalarda paydo
bo'lgan. 1742-yilda Xristian Goldbax Leon-
ard Eylerga yozgan xatida quyidagi taxmin-
ni aytadi: har bir 5 dan katta toq sonni 3 ta
tub sonning yig‘indisi ko'rinishida ifoda-
lash mumkin.

Eyler bu masala bilan giziqib bundanda
kuchliroq taxminni ilgari suradi: har bir 2
dan katta juft sonni 2 ta tub sonning yig‘in-
disi ko'rinishida ifodalash mumbkin.

Birinchi tasdiq Goldbaxning ternar
muammosi, ikkinchisi esa Goldbaxning bi-
nar muammosi

(yoki Eyler problemasi) deb ataladi.

X

7 million ragamdan iborat

bo‘lgan son bo‘lgani
uchun Vinogradov
tecorcmasini undan

kichik bo‘lgan barcha
sonlar uchun tog‘ridan
tog‘ri tekshirib chiqgish

imkonivati bo‘lmagan

1930 yilda L.Shnirelman [7] har bir 1dan kat-
ta butun sonning ta tub sonning yig‘indisi ko'rin-
ishida ifodalashini isbotladi. Bu natija keyinchalik
bir necha marta yaxshilandi va 1995-yilda ekanligi
isbotlandi.

Goldbaxning ternar muammosi bo'yicha quyidagi
natijalar olindi: 1923 yilda Xardi va Litlvudlar hozir-
gacha isbotlanmagan Rimanning umumlashgan
gipotezasini o'rinli deb faraz qilib Goldbaxning ter-
nar problemasining barcha yetarlicha katta toq son-
lar uchun o'rinli ekanligini ko'rsatdilar.

1937-yilda 1.VVinogradov bu tasdigning Riman
gipotezasiga bog'liq bolmagan isbotini berdi, ya'ni
U yetarlicha katta toq sonlarni uchta tub sonning
yig'indisi korinishi tog'risida isbotlash mumkin
ekanligini ko'rsatdi. K.Barozdin Vinogradovning
yuqoridagi tasdig'i uchun soni quyi chegara bo'lish-
ini korsatgan bu son deyarli 7 million ragamdan
iborat bolgan son bolgani uchun Vinogradov teor-
emasini undan kichik bollgan barcha sonlar uchun
tog'ridan tog'ri tekshirib chiqish imkoniyati bo'lma-
gan. Keyinchalik Vinogradovning natijasi bir ne-
cha marta yaxshilandi. 1989-yilda Van va Chenlar
tomonidan Vinogradov teoremasi oTinli bo'lgan
sonlarning quyi chegarasini deb olish mumkin eka-
nligini ko'rsatdi. Lekin bu son ham kata son bo'lib
ungacha bo'lgan barcha sonlar uchun teoremaning
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to'g'riligini bevosita tekshirib chigish imkoni-
yati yo'q edi. 1997-yilda Deshouillers, Effin-
ger, TE Riele va Zinovievlar [8] Rimanning
umumlashgan gipotezasidan Goldbaxning
ternar muammosini orinli ekanligini isbot-
ladilar. Ular teoremaning 1020 sonidan kata
bo'lgan sonlar uchun isbotlagan bo'lib, unga-
cha bo‘lgan sonlar uchun teoremaning o'rin-
li ekanligini tekshirib korishni kompyuter
orgali amalga oshirganlar. 2013-yilda asli kelib
chigishi Perulik bolgan hozirda Fransiyada
yashovchi Harald A Helfgott [9] tomonidan
Goldbaxning ternar muammosi uzil kesil hal
etildi. Endi Goldbaxning binar muammosi
bo'yicha olingan natijalarga to'xtalib otamiz.
Shuni ham takidlash kerakki Goldbaxning
binar muammosi o'z yechimida ancha uzoq.
Vinogradovning mashhur ishlaridan keyin
A.G.Chudakov, T.Esterman va Van-der Kor-
petlar 1938-yilda deyarli barcha juft sonlarn-
ing ikkita tub sonning yig‘indisi korinishida
yozish mumkin ekanligini isbotladilar.

Agar biz oraliqdagi ikkita tub son ko'rin-
ishida ifodalash mumkin bo'lmagan son-
larning sonini  bilan belgilasak, u holda
yuqoridagi mualliflar tomonidan isbotlan-
gan natijani ko'rinishida yozish mumbkin,
bu yerda -Vinogradov simvoli, -haqiqiy son.
1961-yilda A.F.Lavrik [10] berilgan

juft sonini arifmetik progressiyadan olin-
gan ikkita tub sonning yig‘indisi ko'rinishida
ifodalashlar soni uchun assimptotik formula
oldi. Ushbu ishda shu asimptotik formulan-
ing qoldiq hadi aniglashtirilib va quyidagi te-
orema isbotlangan:

Teorema. oraligidagi ko'pi bilan  ta dan
boshga barcha juft  sonlar uchun tengla-
maning tub sonlar ; , tub sonlardagi ye-
chimlari soni uchun quyidagi formulani is-
botladi:

bu yerda p-barcha tub sonlarni gabul giladi,
Eyler funksiyasi, va lar musbat hagiqiy son-
lar, -simvoldagi o'zgarmasson va gabogliq.
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